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Wachstumsprozesse

Wichst der Bestand pro Einheit um den gleichen Wachstumsfaktor a, spricht

man vom exponentiellen Wachstum.

Der Anfangswert b hat sich nach x Einheiten somit x-mal ,ver-a-facht*:

N(I)zlwwzb.ax

z-mal
Wachstumsgleichung: N(I) =b-a" mit a € R” \{O} und b € R”
Fiir a > 1: exponentielle Zunahme

Fiir a <1: exponentielle Abnahme
Bsp.: T | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 Wachstumsgleichung:

N(x)|31| 3,57| 4,10| 4,71| 542 N(z)=31-115"

-1,15 1,15 -1,15 -1,15

b= N(O) =3,1; a=115=1+0,15 also Wachstum um 15% pro Einheit.

Exponentialfunktionen z - b-a” (a e R* \{0} und b e R\ {0})

e Definitionsmenge: D =R

e  Schnittpunkt mit der y-Achse: 5, (O‘ b)

e Der Graph der Funktion A y / X’—‘)1/5X77
x> b-a" ist gegeniiber dem Gra- ya
phen der Funktion z + " mit ~x~2'1,5 // // //
dem Faktor |b| in y-Richtung ge- //// X»—>0,5‘-1,5Xt
streckt. Fiir b <0 ist der Graph %{4"/ 1 l );

2ol 2] 4] 6
NEEEE

Das Bild zeigt nur Graphen mit Wachs-

zusétzlich an der x-Achse gespie-

gelt.

tumsfaktoren a > 1.

Logarithmen

Der Logarithmus einer positiven Zahl u zur positiven Basis b ist diejenige Zahl x,

mit der man b potenzieren muss, um u zu erhalten:

log, (’Uy) ist die Zahl, welche die Gleichung b = u 16st (mit bueR", b= 1).

Bsp: i) log,(8)= 3, weil die Zahl 3 die Gleichung 2 = 8 lost.
ii) log, (100) ist eine Zahl zwischen 2 und 3, weil 5 < 100 und 5° > 100,
iii) log,, (10000) = 4, weil 10 = 10000.

Rechenregeln:

Allgemein gilt fiir a,be R*, b#1, ceR:

log, (b) =1 log, (1) =0; log, [%j =-1; log, (b“) = log, (a“) =c-log, (a)

Exponentialgleichungen

In einer Exponentialgleichung tritt die Unbekannte nur im Exponenten auf. Kann diese
Gleichung durch Anwenden bekannter Rechenregeln in die Form ¢ =b" gebracht wer-

den, erhélt man die Losung durch Logarithmieren: z = log, (c) . Lassen sich beide Seiten

als Potenz zur gleichen Basis schreiben, kann man einen Exponentenvergleich machen.

1. Beispiel (Logarithmieren): 2. Beispiel: (Logarithmieren bzw. Exponentenvgl.)

. z+1 — 2z-1
35.52 =7 |: 35 o7 ’
S\ T+]1
. : (33) _ g2l
[ — |log5 (41
5 3 {e+1) _ q2e-1 |log3 ... bzw. Exponentenvgl.

3r+3=2r-1 |—2m—3
Tz =-4
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Das Bogenmaf}

Am Taschenrechner kénnen verschiedene Winkelmafle eingestellt werden:

i) Gradmafl mit DEG ii) Bogenmafl mit RAD

Das Bogenmaf} o, eines Winkels a . ist die Linge

des zugehorigen Bogens im Einheitskreis.

Umrechnungsformel: nan _ Zorc |
27 360°
Besondere Werte:
GradmaB o . |30° 45° 1 60° | 90° | 180° | 270° | 360°
T T T T 3
Bogenmal} a - =1 == T ‘ —n | 2%
8 e 4| 3 2 2

Hinweis: Bei Sinus- und Kosinusfunktionen verwendet man iiblicherweise den

RAD-Modus (siehe Kértchen rechts und unten).

Sinus- und Kosinusfunktion

Sinusfunktion: z — sin(x) Kosinusfunktion: z — cos(z)
A A ! |
sin(x) Cos(X)
2n
1 — —— ——— —
2n X T
- —/2 - _r:/2_ _T: . ;':E - Ln " - /2 0 /! m /2 2m "
-1 -1

e Die Sinuskurve ist punktsymmetrisch

Die Kosinuskurve ist achsensymmet-

zum Ursprung: sin(—z) = —sin(z) . risch zur y-Achse: cos (—x) = cos(x) .
e Periode 2 e Periode 21
o Wertemenge: W = [—1;+ 1} o Wertemenge: W = [—1;+ 1}

¢ Nullstellen: z, = ki mit & & Z e Nullstellen: z, = g +knmit keZ

Die allgemeine Sinusfunktion

Die Parameter der Funktion z - a - sin(b . (x - r)) + d bewirken gegeniiber der Si-

nuskurve folgende Verdnderungen:

a: Streckung in y-Richtung mit dem Faktor |a|. Die Amplitude betrigt |a|
Fiir a < 0 ist der Graph zusétzlich an der x-Achse gespiegelt.

b: Streckung in x-Richtung mit dem Faktor % . Die Periode betrigt |2?_7|T
h
Fiir b < 0 ist der Graph zusétzlich an der y-Achse gespiegelt.
c: Verschiebung um |(| in x-Richtung (c > 0: nach rechts, ¢ < 0: nach links).

d: Verschiebung um |d| in y-Richtung (d > 0: nach oben, ¢ < 0: nach unten)

Periode 2n/2
Bsp.: x> 1,5- sin(? . [I —nn ‘ L
) n/2 \ X!

T

Zusammengesetzte Zufallsexperimente — Baumdiagramm

Knotenregel: Die Summe der Wahrscheinlichkeiten an den Asten, die von einem Knoten
ausgehen, ist 1.

Produktregel (1. Pfadregel): Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ergebnis ist gleich dem Pro-
dukt der Wahrscheinlichkeiten ldngs des zugehorigen Pfades.

Summenregel (2. Pfadregel): Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich der
Summe der Wahrscheinlichkeiten der Ergebnisse, die zu diesem Ereignis gehoren.
Beispiel:

Zweimaliges Ziehen ohne Zuriicklegen aus einer

¥, ][}
(G11N]

Urne mit drei roten und zwei weilen Kugeln.

1-PR3 1 3 1.PR,2 1 1
P(TT) = E-EZE; P(ww) = .=

1. Ziehung

3
2. Ziehung 2

P(gleiche Farben) = g
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Die ganzrationale Funktion — Definition

Terme der Form a,x™ + a,_1x" 1+... +a,x* + a;x + ag mit n € Nund den Ko-

effizienten a,, a,_q, ... ,a1,a9 € R (a, # 0) heien Polynome n-ten Grades.

Eine Funktion, deren Term als Polynom geschrieben werden kann, bezeichnet man

als ganzrationale Funktion n-ten Grades.

Beispiele:

e fix — 10x° — 7x3 + 3 ist eine ganzrationale Funktion fiinften Grades. Die Koeffi-
zienten des Polynoms sind ag =10, a3 = =7,ay =3, a, = a, = a; = 0.

e Alle quadratischen Funktionen sind ganzrationale Funktionen zweiten Grades.
Die Koeffizienten des Polynoms p(x) =2(x —3)?2+1=2x?2—-12x+ 19 sind
a, =2,a, =-12, a5 = 19.

e Alle linearen Funktionen sind ganzrationale Funktionen ersten Grades
(z.B. g:x = 0,5x + 3) oder nullten Grades (z.B. h:x + 5).

e Die Funktion g:x » 3x™! = % ist nicht ganzrational.

Die ganzrationale Funktion — Grenzverhalten
Die maximale Definitionsmenge einer ganzrationalen Funktion ist Dyq = R .

Wenn die x-Werte sehr grof§ (x — o) oder sehr klein (x = —o0) werden, nihert man
sich den R#ndern des Definitionsbereichs. Die Funktionswerte einer ganzrationalen
Funktion werden dort entweder sehr grof§ oder sehr klein. Man sagt: die Funktions-

werten streben gegen —oo oder gegen +oo.

Bei einer ganzrationalen Funktion bestimmt ausschliefllich der Summand mit der
héchsten Potenz (a,x™) das Verhalten an den Réndern des Definitionsbereichs.

Beispiele: Der Verlauf des Funktionsgraphen an den Ré#ndern des i

Definitionsbereichs wird bei ... ’ /\
e fix > 4x* —6x3 + 2 durch den Termbestandteil 4x* bestimmt. a. \

Der Graph Gy verlduft von links oben nach rechts oben.

e h:ix+ —x3+3x+ 1 durch den Termbestandteil —x3 bestimmt.

Der Graph Gj, verlduft von links oben nach rechts unten.

2 \1/ 0 1 R
-

Symmetrieuntersuchung allgemein

Der Graph Gy einer Funktion f ist
e achsensymmetrisch zur y-Achse des Koordinatensystems, genau dann, wenn fiir
alle x € Dy gilt: f(—x) = f(x)

e punktsymmetrisch zum Ursprung des Koordinatensystems, genau dann, wenn

fir alle x € Dy gilt: f(—x) = —f(x) b

Beispiele fiir rechnerische Symmetrieuntersuchungen: Gy
o fix o x*—2x2+1 2

f(=x)=(0)*=2(—x)2+1=x*—-2x2+1= f(x) /

= Gy ist achsensymmetrisch zur y-Achse. I T
e h:x 1 1 G,

! 1
h(—x) = —_x = —; = —h(X) z
= ist punktsymmetrisch zum Ursprung. I

e g:x - x> —3x? G, weist keine iibliche Symmetrie auf:

g(—x) = (—x)5 = 3(—x)? = —x®> — 3x? - dies ist weder g(x) noch —g(x)

Symmetrieuntersuchung im Spezialfall ganzrationaler Funktionen

Kommen im Term einer ganzrationalen Funktion nur

e gerade Exponenten vor, so bezeichnet man die Funktion als gerade. Die Graphen
gerader ganzrationaler Funktionen sind zur y-Achse achsensymmetrisch.
Bsp.: fix o x* —2x% + 1, weil x* —2x% + 1 = x* — 2x? + 1x° und 0 hier als gerader

Exponent zihlt.

e ungerade Exponenten vor, so bezeichnet man die Funktion als ungerade. Die Gra-
phen ungerader ganzrationaler Funktionen sind zum Ursprung punktsymmetrisch.

Bsp.: k:x > x° — 2x3 + 4x = x° — 2x% + 4x?
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Die ganzrationale Funktion — faktorisierte Form und Nullstellenbestimmung

Zur Nullstellenbestimmung einer ganzrationalen Funktion ist es hilfreich, den Funk-
tionsterm z.B. durch Ausklammern oder Anwenden einer binomischen Formel oder
der Mitternachtsformel zu faktorisieren. Einen Faktor der Form (:1: - a) nennt man
Linearfaktor.

1. Beispiel:

Polynomform
Ausklammern +bin.F.

f(z)=22" -8z = 2x(x2—4) = 20(z+2)(z-2)=2- (z-0) (z+2) (z-2)

faktorisierte Form

—_ Y

Linearfaktor Linearfaktor Linearfaktor
Da ein Produkt 0 wird, wenn einer seiner Faktoren 0 ist, hat f somit die Null-
stellen z, =0; z,, =-2; 7, =2

Polynomform faktorisierte Form

——N/ usklammern -bin.F. P
2. Beispiel: g(z)=22" —120 +18 RS (ﬁ — 6z + 9) Ty (z- 3)2

-
Linearfaktor

= Die Nullstelle von g ist: z, = 3.

3. Beispiel:

Polynomform

—————"——— Ausklammern
h(r)=4z4—4r3—3x2 = 47’ 132—I—§ =..
4

Ist einer der Faktoren des Polynoms ein quadratischer Term, kann dieser mit

der Mitternachtsformel weiter faktorisiert werden, um alle Nullstellen zu fin-

den.
Am obigen Bsp.: x2 —x — 0,75 =0 & x;,, = T1EV1-41(2075) W o x, =-05
x, =15

}\“I‘i(‘t]tl(t’:—ﬂmm\l faktoriserte Form
Sh(e)=. = d2*(+05)(z-15)=4(2-0) (¢+05)(x-15)

—_—

Linearfaktor — Linearfaktor Linearfaktor

= Die Nullstellen von h sind: z,, =0, z,, =-0,5 und z,, =1,5.

Die ganzrationale Funktion — Vielfachheit von Nullstellen

b heifit k-fache Nullstelle (k € N) von f, wenn sich der Funktionsterm von f in der Form

f(x) = (x — b)* - g(x) schreiben lisst, wobei g(b) # 0 ist. Man spricht von der Vielfach-

heit k der Nullstelle.

Die Vielfachheit einer Nullstelle bestimmt den Verlauf des Graphen in der Nihe dieser

Nullstelle:

o liegt eine gerade Vielfachheit vor, so beriihrt der Graph
die x-Achse.

o liegt eine ungerade Vielfachheit vor, so schneidet der
Graph die x-Achse. Gy

Beispiel: Beim Funktionsterm f(x) = (x —3)*(x + 1)(x2 + 1)
ist x = 3 eine vierfache Nullstelle und x = —1 eine einfache

Nullstelle. Der Faktor x% + 1 wird nie null.

Pad

10 3

Die Vorzeichentabelle am Beispiel einer ganzrationalen Funktion
Unterteilt man den Definitionsbereich einer ganzrationalen Funktion mit Hilfe der Null-
stellen in Intervalle, so édndert sich das Vorzeichen der Funktionswerte in diesen Teilin-

tervallen nicht, der Graph verlduft dort ausschlieBlich iiber oder unter der x-Achse.

Beispiel: f: > (z —3)'(z +1)(2* +1) = Die Nullstellen sind z,, = -1 und z,, = 3.

—o<x< -1 x=-1 -1<x<3 x=3 3<x< o
) - 0 + 0 +
Gy unter x-Achse Nullstelle iiber x-Achse Nullstelle unter x-Achse

Erkldrung der zweiten Spalte: Fiir x-Werte aus dem Intervall —oo < x < —1
ist der Faktor (x + 1) negativ und die Faktoren (x — 3)* und (x2 + 1) sind po-
sitiv. Insgesamt ergibt sich also ein negativer Funktionswert (,,Minus mal Plus
mal Plus®).
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Die Pyramide (Teil 1)
Eine Pyramide ist ein geometrischer Korper mit einem n-Eck als Grundfliche und

n dreieckigen Seitenflichen, die in einer gemeinsamen Spitze S zusammenlaufen.

Eine Pyramide, bei der alle Seitenkanten s gleich lang sind, heif3t gerade Pyramide.
Die Spitze einer geraden Pyramide liegt senkrecht iiber dem Mittelsenkrechten-
schnittpunkt ihrer Grundfliche.

Nicht verwechseln!

In Pyramiden lassen sich verschiedene recht-
winklige Dreiecke finden. Mit dem Satz des
Pythagoras konnen fehlende Streckenldngen
bestimmt werden.

Hohen h, und hy,

der Seitenfléichen

Die Pyramide (Teil 2)
In der Pyramide links schliefen die Seitenfléichen die Winkel @ und £ mit der Grundfliche
der Pyramide ein, die Seitenkanten schlieSen den Winkel € mit der Grundfléiche ein.

tan(a) = % =2

2 b
2

Eine Pyramide mit dem Grundflicheninhalt G, dem Mantelflicheninhalt M und der
besitzt:

1
b VPyramide = 3 G-h
b OPyramide =G+ M

Es gilt beispielsweise und sin(e) =§

O

Beispiele an der abgebildeten Pyramide mit Pfa?i%en’ diednicit gera;ie sind, werden als
: PRI schiefe Pyramiden bezeichnet.

rechteckiger Grundfliche: y Grundiiche

, b ’ , , ’ , Beispiel: Die Abbildung zeigt eine schiefe
h,” = 9 + s = Py + Pyramide mit 2,5cm Hohe, deren Grundfli- hy

) che 5cm breit und 6cm hoch ist. Der Eck-
$ = h}z " b 2=+ punkt C der Grundfliche ist im Beispiel der g F.G B
’ 2 HohenfuBSpunkt der Pyramidenhohe.

Der Kegel Das Korpernetz von Pyramide und Kegel
Verbindet man alle Punkte einer Kreislinie geradlinig mit einem weiteren Punkt,
welcher nicht in der gleichen Ebene wie der Kreis liegt, so erhélt man einen Kegel. Korpernetz zur b=—"—-2m-m

Wenn der Hohenfupunkt der Kegelhthe mit dem Mittelpunkt des Grundkreises
iibereinstimmt, liegt ein gerader Kegel vor, andernfalls ein schiefer Kegel.

Ein gerader Kegel mit dem Grundflichenradius r, der
und der Mantellinie m besitzt:

. VKege,=§-G-h=§-1t-r2-h
o Ogegar=G+M=m-r*+m-r-m

m, r und h bilden im Kegel ein rechtwinkliges Dreieck,
daher gilt beispielsweise:

m

o mZ=124)2

e sin(a) =— cos(a) = =- tan(a) = -

Pyramide links
oben

s Mittelpunktswinkel

d b BY ¢
hy,

Mantelflache

Grundflache

Die ausgerollte Mantelfliche des Kegels ist
ein Kreissektor, dessen Bogenlinge b dem Um-
fang u der Grundfléiche entspricht. Es folgt:

2 2 v _T
. . — . o I
mT-m w7 360° m

Bei der abgebildeten Pyramide gilt:

1 1
O=a-b+2:5-ahg+2-5b-h

=a-b+a-h,+b-hy

360°
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Das Prinzip von Cavalieri
Wenn zwei Korper die gleiche Hohe besitzen und ihre Querschnittsflichen in jeder
beliebigen Hohe einen identischen
Fliacheninhalt aufweisen, dann be-
sitzen diese Korper das gleiche

Volumen

Beispiel: Die Querschnittsfléichen (beispielhaft griin und blau) in dem Differenzkor-
per aus Zylinder und Kegel sind Kreisringe, die Querschnittsflichen der Halbkugel
sind Kreise. Die Flicheninhalte dieser Querschnittsflichen sind auf jeder Hohe der

beiden Korper identisch, das Volumen der Korper ist gleich.

Die Kugel
Eine Kugel enthélt alle Punkte, deren Abstand zum Kugelmittelpunkt kleiner oder
gleich r (Kugelradius) ist.

Fiir das Volumen einer Kugel mit Radius r gilt:

_ 3
Kugel — n-r

(Eine Herleitung ist mit dem

Prinzip von Cavalieri wie im Beispiel in der linken Karte moglich.)

Fiir die Oberfliche einer Kugel mit Radius r gilt:

0] =47

Kugel

Methode: Biquadratische Gleichungen 16sen mit Hilfe der Substitution

Eine biquadratische Gleichung der Form a 43:4 + a2x2 +a, =0 kann man mittels Sub-
stitution (,Ersetzung®) losen. Dabei ersetzt man x? durch eine neue Variable u und
lost die so entstandene Gleichung dann fiir u. AnschlieBend macht man die Substi-

tution riickgingig (Resubstitution), um x zu bestimmen.
Beispiel: Die Losungen der Gleichung —x* + 9x? — 8 = 0 sollen bestimmt werden.

1) Substitution: u=x?> = —-u?’+9u—-8=0

—94/92-4-(-1)-(-8)
2:(-1)
und 8 = x?

x=i\/§

Die vier Losungen der urspriinglichen Gleichung sind somit:
x1=_2\/§, x2=_1, X3=1, x4=2'\/§

2) Losungen fiir u: uy/, =

1=x?

© u =1 u,=8
3) Resubstitution:

z =1 und




